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1 UVOD

Dinamika opéenito govori o promjeni, stoga se moze reéi da dinamicki sustav opisuje
medusobnu zavisnost sustava varijabli i njihovu promjenu u vremenu. Dinamicki sustavi
opisani su diferencijalnim i diferencijskim jednadibama, a da bi se uopée moglo predvidjeti
ponasanje dinamickog sustava za neki duZi vremenski period potrebno je integrirati te
jednadzZbe. Integrira se pomocu analitickih metoda ili pomocu iteracija (najéesée na
racunalu). Vidjet ¢emo u daljnjem tekstu da su iteracije neophodne kod opisivanja diskretnih

dinamickih sustava.

Dinamicki sustavi mogu biti kontinuirani, diskontinuirani te kombinacija navedenih
(hibrdini). Kontinuiran (“fluidan”, neisprekidan) je onaj sustav koji pokazuje da u proizvoljno
malenom vremenskom periodu dolazi do promjene parametara (osim, naravno, u sluéaju
kada sustav miruje). Svi takvi sustavi su opisani diferencijalnim jednadzbama, i intuitivno su
najblizi stvarnim uvjetima u prirodi. Diskontinuirani (diskretan, isprekidan, skokovit) je onaj
sustav kod kojih se promjene ne dogadaju stalno, nego u diskretnim vremenskim

intervalima.

Ponasanje dinamickih sustava mogce je predociti orbitama (trajektorijama), koje se,
nakon dovoljno vremena, mogu razviti u skup koji nazivamo atraktorima. Atraktori ¢ine dio
faznog prostora promatranog sustava, odnosno njih smatramo geometrijskim podskupom
faznog prostora. Orbita dinamickog sustava unutar atraktora moze biti periodna ili kaoti¢na.
Geometrijska predodiba dinamic¢nih sustava olakSava nam razumijevanje promatrnog

sustava.

Pojave u prirodi i svijetu koji nas okruZzuje mogu se opisati koriStenjem navedenih
jednadzbi, s tim da realniji prikaz daju diskretni dinamicki sustavi. Nerijetko, dinamicki
sustavi pokazuju kaoti¢no ponasanje o ¢emu ¢ée takoder biti govora poslije. U meteorologiji,
u kojoj je i sam E.Lorenz naiSao na kaoti¢no ponasanje, zatim u medicini, posebice
kardiologiji, u biologiji kod pracenja populacija bioloskih jedinki, u kemiji, gdje se prati
kinetika reakcija, potrebno je koristenje ovih jednadzbi, a uvelike pomaZze i poznavanje

teorije kaosa.



2 DISKRETNI DINAMICKI SUSTAVI

Promatramo realnu funkciju
fiR-OR
Uz neku fiksiranu vrijednost x,e R slijedi niz koji Cini orbitu (trajektorija, putanja) x, s

obziromna f:

x()’xl = f(x())’xz = f(xl) = f(f(x())) = fz(x())9"'9xn = fn(x())
To¢ka x, naziva se sjeme orbite. S f " se oznadava n-ta iteracija od f, odnosno f" je
kompozicija od n ¢lanova same f funkcije.

Opcenito se moze napisati:

'xn = fn('x())'

Primjer 1. f(x)=x"+1

Orbita sjemena 0 izgleda ovako:
X,=0
x;=1
X;=2
X3=5

Xq4= 26

X, = velik

i tako dalje, iz ¢ega je oCito da orbita teZi u beskonacno, odnosno lim x, = +00 za h—o.

Kazemo da je x, fiksna tocka za f ako je f(x,)=xp, jer je tada orbita konstantan niz x,,

X1=Xg, X2= Xo... i moZe se reci da je to fiksna orbita.

Analogno ravnoteznim rjeSenjima sustava diferencijalnih jednadzbi, fiksne tocke
imaju vaznu ulogu u diskretnim dinamickim sustavima. Isto tako, periodne tocke perioda n,
analogne su zatvorenim orbitama diferencijalnih jednadZbi. X je periodan za f ako je f'(x0)=xo
za neki n >0. Kao i zatvorena orbita, periodna orbita se ponavlja:

Xor X1y «oes Xn-1, X0» X1, ++e) Xn-1, X0



Orbite perioda n nazivaju se n- ciklusom. Periodna tocka xp ima neki minimalni period

n ako je n najmaniji prirodni broj za koji vrijedi f'(x0)=xo.
Primjer 2. Funkcija f(x) =x> ima fiksne to¢ke u x = 0, +1.

Primjer 3. Funkcija g(x) = -x° ima jedinu fiksnu to¢ku u 0 i periodnu to¢ku perioda 2 u x=+1,
jerje g(1) =-1ig(-1) = 1, tako da je g(1).

Primjer 4. Funkcija h(x) =w

ima periodnu tocku 3.redaili 3- ciklus s xo =0, x; =

1, x> =2, x3=x = 0... (graficka iteracija prikazana je na slici 2.2.)

2.1 GRAFICKA ITERACIJA

Grafickom iteracijom moguce je vizualizirati orbite jednodimenzionalnog diskretnog
sustava. Na taj nacin moZemo dobiti neke informacije o ponasSanju sustava kojeg
promatramo. Dakle, u koordinatnom sustavu nacrtamo krivulju y = f(x ) i pravac y = x na
istom grafu. Orbitu nekog sjemena xg ucrtavamo na graf tako da povlacimo vertikalnu liniju
od pravca u pocetnoj tocki (xg, Xxo) do krivulje u tocki (xo, f(xo)) = (Xo, X1). Postupak se nastavlja
povlacenjem horizontalne linije od tocke (x,, x;) do pravca u (x3,x;). Na taj nacin se od
sjemena X dolazi do slijedeée tocke na trajektoriji, te se gore navedeni postupak ponavlja od
tocke (xz, x1) povlacenjem druge vertikalne linije do tocke (x;, x2) na krivulji. Zatim se opet
povlaci horizontalna linja od (xz, x2) do pravca u (x;, x2). Ovime se dobije niz parova linija koje

zavrs$avaju nha pravcu u nekoj tocki (x,, x,), Sto se moze vidjeti na slikama ispod.
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Slika 2.2. Orbita je periodna (3- ciklus).

U nekim slucajevima orbite fiksne tocke x; , skaCu s jedne strane fiksne tocke na

drugu pri svakoj iteraciji. Takve graficke iteracije nazivamo i mreznim dijagramom.

2.2 FIKSNE TOCKE

Postoji nekoliko tipova fiksnih tocaka, tako da mogu biti privlacne, odbijajuce i
neutralne.
Teorem. Neka funkcija f ima fiksnu tocku u x,
(i) ako je |f' (xo) |< 1 tada je xo ponor ;

(ii) ako je |f' (xo) | >1 tada je xpizvor;



(iii)  akoje f'(xp) = £1 sve moZe biti.

Dokaz: (i) ako se pretpostavi |f' (xo) | = v < 1 i uzme neki k za koji vrijedi v < k <1, moZe se
naci 6 >0takavda |f'(x) | <kzasvex uintervalu/=[xp—6,x,+6]. Uzxe |imamo( prema

Lagrangeovu teoremu srednje vrijednosti):

f(x)—x, _ S0 — f(x,) =f'(C)

X=X, X=X,

za neki c izmedu x i xo. Odatle imamo
| f(x)-f(xo) | <k |x—=xol
iz Cega slijedi da je f (x) bliza xo nego x, odnosno f(x) € 1. Primjenom ovog rezultata ponovno
dolazimo do slijedeceg izraza:
|f(f(x))xo| = 1F(x)-Xol <k | (x) = Xo| <K |x=Xol.

Ako ponavljamo postupak n puta mozemo opéenito napisati:

If" (x) = X0l <K"|x=Xol,
takoda f" (x) > xo ul,uz 0 < k< 1. Drugim rije¢ima, ako je xo ponor, svaka iteracija u okolini

te tocke vodi u xo. (slika 2.3)
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slika 2.3. Grafitka iteracija funkcije g(x) = x — x>

(ii) slicno prethodnome, s razlikom da se radi o izvoru, odnosno odbijajucoj fiksnoj
tocki, Sto se moze objasniti da tocke u okolini izvora xg, bjeze iz I. Na slici 2.4. vidimo graficku

iteraciju s fiksnom tockom koja je izvor.



-2r

Slika 2.4. Grafitka iteracija funkcije f(x) = x + x>

(iii) f(x) = x + x;

9(x) = x =

h(x) = x + x%;
Svaka od ovih funkcija ima fiksnu tocku u 0, s time da je f (0) = 1. No, tek grafickom
iteracijom mozemo vidjeti kako se ove funkcije razlikuju, Sto se moze vidjeti na slikama 2.3,
2.4 i 2.5. Pa tako je u f(x) 0 izvor; g(x) u 0 ima ponor; h(x) nema nijedno, jer je 0 privlacna

tocka s jedne strane i odbijajuca s druge strane.

06 /
04 -

02}

~06 -04 -02 /1 02 04 06
g/ -02f

~04

—06F

Slika 2.5. Grafitka iteracija h(x) = x + x* koja ima i izvor i ponor



Dakle, moZzemo zakljuciti da za neku funkciju f, periodna tocka x, perioda n je fiksna
tocka od f', te ju moZemo klasificirati kao ponor ili izvor ovisno o tome imamo li [(f") ' (xo)

[<1ili [(F")" (x0) |> 1.
Primjer 5. Funkcija f (x) = x*~1 ima 2- ciklus u to¢kama 0 i -1. Lako se moze dokazati da je (f*)

(0) = 0 = () ' (-1), odnosno da je ovaj 2-ciklus ponor. Na slici 2.6. prikazana je grafi¢ka

iteracija f s ucrtanim grafom £, gdje se vidi da su 0 i -1 privlaéne fiksne to¢ke za f>.
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Slika 2.6. Grafitka iteracija f(x)= x*~1 i fA(x)

3 DISKRETNI LOGISTICKI MODEL

Rast neke populacije moZe se opisati jednom od jednostavnijih nelinearnih
diferencijalnih jednadzbi 1. reda — logistickim modelom, koji predstavlja kontinuirani
logisti¢ki model:

& -,
dt M

gdje je t vrijeme, k koeficijent rasta populacije, a M oznacdava nosivi kapacitet, odnosno
maksimalnu veli¢inu koju populacija mozZe dosegnuti. Dx/dt predstavlja brzinu rasta

populacije i mozemo to krade zapisati kao x'. Ovaj model cesto se naziva populacijskim



modelom upravo zato jer se koristi za izraCunavanje kretanja neke populacije, bilo neke
Zivotinjske vrste ili biljne ili ¢ak populacije ljudi.

Dakle, kretanje neke populacije promatra se u zatvorenoj sredini s limitom
(ogranicenjem) M preko kojeg populacija ne moZe preci. Populacija ubrzano raste ako se
krene od neke male vrijednosti, a onda u nekom trenutku prelazi u usporeni rast kako se
pribliZava nosivom kapacitetu. To se mozZe dobro vidjeti na takozvanoj S krivulji (slika 3.1).
Moze se dogoditi da populacija kreée iznad nosivog kapaciteta pa u tom slucaju populacija
ubrzano pada do neke vrijednosti kada usporeno pada do nosivog kapaciteta.

Kod logistickog modela moguée je doéi do egzaktnog rjeSenja jednostavnim
integriranjem gore danog modela te dolazimo do:

x(t) = M
1+ (—=De™

x()

Takoder se moze vidjeti da je brzina rasta populacije x' jednaka 0 kada je x=0 i x=M.

P[n] 4 Population

#‘VI&M

o
Il
@]

&
o

n

Slika 3.1. Populacijska S-krivulja, gdje je C- maksimalni kapacitet

(broj populacije koja mozZe nastaniti sustav)

Jedini problem koji se javlja jest taj da populacije generalno nisu kontinuirane funkcije
vremena. Zbog toga se uzima prirodniji model pomodu kojeg bismo mogli promatrati rast
jedne generacije neke populacije u vremenu At = 1, odnosno dolazimo do diskretnog
logistickog modela.

Promatramo populaciju ¢iji se sudionici zbrajaju svake godine ili u nekom drugom
definiranom vremenu. S x, ozna¢imo populaciju na kraju godine n (dok je x, pocetna

vrijednost populacije). Ako pretpostavimo da ne moze doc¢i do prenapucenosti populacije,



rast takve populacije mozemo opisati modelom eksponencijalnog rasta, gdje se pretpostavlja
daje
Xne1 = kXn
za neku konstantu rasta k > 0 (ako je k<0 onda se populcija smanjuje). To zapravo znaci da je
populacija u sljedeéoj godini direktno proporcionalna populaciji u promatranoj godini. Prema
tome imamo:
X1 = kxo
Xy =kx1= kzxo

X3 = kX2: k3X0

O¢ito je da je x, = k"xo. Ovo je primjer diferencijske jednadzbe 1. reda u kojoj se vrijednost x,
odreduje iz vrijednosti x,.;.

Iz eksponencijalnog modela rasta koji je bez ogranicenja vidimo da do neogranic¢enog
rasta (eksplozije populacije) dolazi kada je stopa rasta k = 1, odnosno do neogranic¢enog pada
populacije (populacija izumire)za 0 < k < 1 i za kK = 1 populacija ostaje nepromijenjena
(konstantna). No, u realnim uvjetima zbog prirodnih ograni¢enja (npr. ako se promatra
populacija nekih Zivotinjskih jedinki, ograni¢enja bi predstavljala ili nestanak hrane ili napad
grabezljivaca ili neki drugi prirodni faktori) populacija raste dok ne dode do neke kriticne
tocke nakon koje pada i tako u krug, Sto zapravo predstavlja uobicajeni zivotni ciklus. Upravo
zbog priblizenja realnim sustavima koristi se diskretni logisticki model, koji je vrlo sli¢an
kontinuiranom, s razlikom da se u diskretnom uvijek promatra samo jedna generacija u
vremenu At = 1.

Populacijski model dakle moZzemo predociti diskretnim logistickim modelom oblika:
xll
'xn+l = kxn (1 _ﬁ)

gdje su k i M pozitivni parametri, x,.1 predstavlja broj populacije iduée godine, a x, trenutnu
populaciju. Uo¢imo da ako imamo x, 2 M, onda je x,.1 < 0, Sto zapravo znaci da populacija
umire unutar godine koju promatramo. Dakle, x, zapravo predstavlja varijablu koja opisuje
stanje dinamickog sustava.

Ako s x, oznafimo dio maksimalne populacije, tako da je 0 < x, < 1, logisticka
diferencijska jednadzba tada postaje:

'xn+l = ﬂ‘xn (1 - x”)

10



gdje je A > 0 parametar. MoZemo predvidjeti sudbinu pocetne populacije xo jednostavnim

integriranjem kvadratne funkcije f,(x)= Ax(1—x), odnosno logistickim preslikavanjem.

Tada imamo slijedece:

Xo»
x, =Ax,(1=x,) = f,(xy)
Xy :ﬂ‘xl(l_%):fl(%):ff(xo)

Ako krenemo rjesavati diskretnu logisticku (populacijsku) funkciju uz zadan pocetni
uvjet xo mijenjajuci parametar A mozemo pratiti kako se sustav ponasa i tada dolazimo da
zanimljivih rjesenja, Sto je pobliZze opisano u daljnjem tekstu. Logisticku funkciju promatramo
unutar jediniénog intervala /.

Kada je 1< A <4 logisticka krivulja pokazuje zanimljivu dinamiku koja proizlazi iz
pocetnih uvjeta za / = [0,1].

Promjenom parametra A dolazi do slijedecih pojava:

0 < A £ 1 - populacija izumire neovisno o xp i tu postoji jedna fiksna tocka i to je O, jer

je £,(00=0

1 <\ <2 - stabilizira se na A -1/ A\, neovisno o xg
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Slika 3.2. A=1, imamo privla¢nu fiksnu tocku u 0

2 < XA £3 - nakon nekog vremena se takoder stabilizira na A -1/ A, ali prvo oscilira oko

te vrijednosti

11



Postoji fiksna tocka ux; = (A-1)/Au/zaA>1ionajepriviacChazal<A<3, a

odbijajuéa za A > 3.
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Slika 3.3. A=2, fiksna tocka je % (A -1/ A), bez obzira na vrijednost x
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Slika 3.4. Za A=2.5 nalazimo fiksnu toc¢ku u 0.6, bez obzira na vrijednost xq

Na vrijednostima 3< A <4 mogude je uoliti promjene ponasanja dinamike sustava,
Primjerice, na vrijednostima izmedu 3 i oko 3,45 populacija oscilira izmedu dvije vrijednosti
zauvijek i moze se dogoditi kvadrat oko tocke (2- ciklus), zatim na vrijednostima 3,45-3,54
oscilira izmedu 4 vrijednosti zauvijek, nakon 3,54 izmedu 8 vrijednosti, zatim 16, pa 32 i tako
dalje. Na otprilike 3,57 zapaZa se pocetak kaoti€nog ponasanja, jer za vrlo male promjene
pocetne populacije dolazi do znacajnih promjena s viemenom. Daljnjim povecanjem perioda,

sustav postaje sve kaoticniji.

12
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Slika 3.5. A=3.35, za x=0.84
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Slika 3.6. A=3.54, za x0=0.84

Kada je A = 4, x prelazi preko svih vrijednosti u intervalu [0,1], Sto se jasno vidi na slici
4.1. (to je kaoti¢no ponasanje).

Za sve vrijednosti A moguce je provjeriti dinamiku sustava uz prozvoljno odabranu
inicijalnu vrijednost populacije kao i proizvoljan broj iteracija, u svakom slucaju logisticki se
model za navedene vrijednosti ponasa kao $to je i prethodno objasnjeno.

Dakle, sustav opisan logistickim modelom (u ovom slucaju populacija bioloskih
jedinki) prolazi kroz sve faze koje dinamicki sustav moZze manifestirati. Pocinje sa stabilnim

fiksnim tockama (tockasti atraktori), preko stabilnih granic¢nih ciklusa te na kraju zavrsava u

13



kaosu, uz tipina svojstva koja ga obiljezavaju: nepredvidljivost vremenskih nizova i

preosjetljivost na pocetne uvjete.

4 KAOS

Kaos najcesée opisujemo kao ponasanje nekog dinamickog sustava koji je iznimno
osjetljiv na pocetne uvjete, odnosno uz vrlo male promjene pocetnih uvjeta, u nekoj
slijedecoj generaciji dolazi do velikih razlika i nepredvidivog ponasanja.

Vidjeli smo kako se ponasa populacijska jednadzba uz promjenu parametra A i da se
pocetak kaosa mozZe zapaziti ve¢ na vrijednostima A oko 3.57. Za A=4 zapaia se kaoti¢no
ponasanje u punom smislu te rijeci, Sto se vidi i na slici ispod. Takoder se time moZe potvrditi

da na toj vrijednosti orbite zauzimaiju cijeli interval /=1[0,1].
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Slika 4.1. Prikazana je orbita sjemena xp uz A =4, s 500 iteracija

Moguce je navesti definiciju kaosa u dinamickim sustavima, koja je primjenjiva na
velikom broju primjera uz napomenu da postoji vise definicija kojima su razliciti autori
pokusali doprinjeti razumijevanju kaoti¢énog ponasanja.

U tu svrhu promatramo neku funkciju f: I = I na intervalu | = [a, 8]. Funkcija f je
kaoti¢na na intervalu / ako :

(1) Periodne su tocke guste na I;

14



(2) f je tranzitivna na I; ako postoji xo € U; tako da bude x, € U, za neki n, gdje U
predstavlja otvoreni podinterval od /

(3) f je senzibilna na I; ako postoji konstanta senzibilnosti 8 >0 takva da za bilo koji
Xxoe U i neki otvoreni interval U oko xp, postoji sjeme yp e U i n > 0 takav da
vrijedi:

" ()= £ ()| > 8

Uvjet tranzitivnosti ekvivalentan je postojanju orbite koja je gusta na /. Zapravo,
gustoéa orbita implicira tranzitivnost, jer takva orbita ponavljano ulazi u bilo koji otvoreni
podskup /.

Navedeno mozZemo pokazati i na primjerima dupliciranja i slicno tome na Sator

preslikavanju.

Primjer 4.1. Dupliciranje (The Doubling Map).
D: [0,1) — [0,1) s D (x) = 2x mod 1, odnosno

2x 0<x<1/2

D(x) =
) {2x—1 1/2<x<I

Jednostavnim racunom moZze se pokazati da je
D" (x) =2"x mod 1,
tako da se graf D" sastoji od 2" ravnih linija s nagibom 2", od kojih se svaka proteZe du?

cijelogintervala [0, 1), Sto se moZe jasnije predociti grafic¢ki na slikama ispod.

L /
/
06- / 1 osk /
I / / / /
: / / /
04- / 1 o4r ,
i / / /
i / / /
y /
Bl 2
/
/

(a) () (©
Slika 4.2. Grafi¢ki prikaz dupliciranja funkcije D (a) s iteracijama D? (b) i D* (c)
naintervalu [0, 1)
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D je kaoti¢na na intervalu [0, 1), jer D" preslikava bilo koji period oblika [k/2", ( k +1)/
2")za k=0,1,.. 2" — 2 na interval [0, 1).

Nadalje, graf D" prelazi pravac y = x u nekim to¢kama ovog intervala, tako da postoji
periodna to¢ka u svakom takvom intervalu. S obzirom da je duljina intervala 1/2", slijedi da
su periodne tocke guste na [0, 1). Za neki otvoreni interval J moZe se pronaci interval oblika
[k/2", ( k +1)/ 2") unutar J za neki dovoljno veliki n, jer D" preslikava J na cijeli [0, 1). Ovime se

pokazuje tranzitivnost, ali isto tako i senzibilnost, s konstantom senzibilnosti 1/2.

Primjer 4.2. Sator preslikavanje (The Tent Map).

. 2x 0<x<1/2
=150 12<x<l

T je kaoticna na [0, 1) isto kao i D, Sto se graficki vidi na slici ispod. Sa Sator preslikavanjem
dogada se ista situacija kao kod dupliciranja, a naziv Sator preslikavanje posljedica je izgleda

same funkcije.

= T T - T T T 0 T T T T T 10f

slika 4.3. Sator preslikavanje; (a) prikazuje T, (b) T2 i (c) T° na intervalu [0, 1)

Sator funkcija i logisticka funkcija fa (x) = 4x(1-x) su topolo$ki konjugirane funkcije i u
tom smislu pokazuju ista svojstva odnosno ponasanje kod iteracije. Za dvije funkcije kazemo
da su konjugirane ako postoji homeomorfizam koji ¢e ih konjugirati jednu u drugu, a

homeomorfizam oznacava preslikavanje f: S=S' koje je neprekidna bijekcija.

16



Da bismo pokazali svojstvo konjugacije pretpostavimo slijedece: f: I - i g: J = J, gdje
su | i J promatrani intervali. Kazemo da su f i g konjugirane ukoliko postoji homeomorfizam h:
| = J takav da h zadovoljava jednadzZbu konjugacije h of = g o h. Iz toga slijedi da konjugacija
preslikava orbite od f u orbite od g, jer imamo da je h(f"(x)) = g"(h(x)) za sve xe I, odnosno h
preslikava n-tu tocku na orbiti x pod f na n-tu tocku na orbiti h(x) pod g. Slicno tomu,
inverzna funkcija h™* preslikava orbite od g na orbite od f.

Konjugacije su vrlo vazne sa stajaliSta kaoti¢nih sustava, jer preslikavaju jedan

kaoti¢an sustav na drugi.

5 TEORIJA (DETERMINISTICKOG) KAOSA

Rije¢ “kaos” potjece iz grékog jezika, a znaci neSto nepredvidivo i posve slucajno, dok
determinizam oznacava nesto predvidljivo, postojanje nekog odnosa koji je tocno odreden
uzro¢no-posljedi¢nim vezama.

Simuliraju¢i obrasce vremenskih prilika, Edward Lorenz (fizicar), uocio je jos
1960.godine, da vrlo male, neznatne, promjene pocetnih uvjeta dovode do potpuno razli¢itih
rezultata. Ovaj pojam poznat je pod nazivom 'leptirov u¢inak'. Matematicki model kojim je
opisao takvo ponaSanje temelj je teorije kaosa. Dakle, tek nezamjetnom promjenom
pocetnih parametara, u nekom vremenu dosSlo bi do potpuno nepredvidivih promjena
ekstremnih razmjera (eksponencijalni rast razlika).

Pojam deterministicki kaos uveden je, jer je dinamika sustava u buduénosti u
potpunosti odredena (determinirana) pocetnim uvjetima, bez ikakvih slucajnih elemenata.

No, deterministi¢ka priroda ovih sustava ih ne omoguéava predvidanje njihova ponasanja.
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